Natiirliche Zahlen, Korper der Reellen Zahlen

von David Vajda

1 Kartesisches Produkt und Relation

1.1 Kartesisches Produkt/Kreuzprodukt
Mengen, Kreuzprodukt, Kartesisches Produkt:

M x M = M?

M x M x M= M?
MxXMXMXx---xM=M"
My x My x Mz x --- x M,

AxXBx(Cx---xZ

geordnete Paare (z,y)

geordnetes Trippel (z,y,z)

geordnetes 10-Tupel (27, zo,..

geordnetes n-Tupel (z1,zo,..

- Tn)

-,1’10)

Kartesisches Produkt: Sein € N,n > 2 und seien My, M>,

Mengen. Dann heifit die Menge der geordneten n-Tupel

My x My x -

--XMn:{(fEl,..

das kartesische Produkt der Mengen M7, Ms, ..

M ={1,2}

M ={1,2,3}
M ={1,2,3,4}
M =1{1,2}

MXM:{
(1,
MxM=<¢ (2,
3
(1,1),
_ ) (2,1,
M= 1(3.1),
(4,1),
M x M x M =

. M,

.,$n) cx1 € My, x9 € My,

R s

..., M, nichtleere

cey Tn € My}

NSNS NG
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M ={1,2,3}
(1,1,1), (1,1,2), (1,1,3),
(1,2,1), (1,2,2), (1,2,3),
(1,3,1), (1,3,2), (1,3,3),
(2,1,1), (2,1,2), (2,1,3),
MxMxM={ (2,2,1), (2,2,2), (2,2,3),
(2,3,1), (2,3,2), (2,3,3),
(37]‘71)’ (3’]‘72)7 (37]‘73)’
(3,2,1), (3,2,2), (3,2,3),
(3,3,1), (3,3,2), (3,3,3),

1.2 Relation,Abbildung,Operation

Seien My, Mo, ..., M, beliebige nichtleere Menge. Eine n-stellige Relation R
iiber My, ..., M, ist eine Teilmenge von My X --- X M,.

RQM1XM2
RQM1XM2><M3
RCMxMx--+xM=M"

(LY, (12, (13),
RCMxM=<¢ (2,1), (2,2), (2,3), » ={(1,1),(2,2),(3,3)} =R
(3,1), (3,2), (3,3)
(LD, (12, (L3), (19,
REM =0 ) 52 (o) (o).~ {00.02.6.9.6.0) =k
(4,1), 4,2), (4,3), 4,4
(LD, (12 (13, 19)
REMxa={ B B2 G0 B = (12,009, 2.2,3.1),3,3.(49)) = R
(4.1), (4,2), (43), (4,4)

Sei R C M; x Ms eine zweistellige Relation. In der Regel wéhlen wir ein Symbol
wie z.B. = oder ~ zur Bezeichnung der Relation und schreiben x < y bzw. z ~ y
fir (z,y) € R.

Beispiele fiir Relationen:

e Abbildungen
e Vergleiche im gewohnten Sinne
e Operationen

Vergleiche im gewohnten Sinne, z <y

(L1), (1L,2), (1L,3), (1,4),
1), 22, 23, @24,
B=Y 61, G2, 3.3, (.49,
(4,1), 4,2), (4,3), 4,4
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Vergleiche im gewohnten Sinne, x =y

(1,1), (1,2), (1,3), (1,4),
R=d G B9 @, @, (~100E2E.60 =R
(4,1), 4,2), (4,3), 4,4
Operation z =z +y

(1,1,1), (1,1,2), (1,1,3),

(1,2,1), (1,2,2), (1,2,3),

(1,3,1), (1,3,2), (1,3,3),

(2,1,1), (2,1,2), (2,1,3),

R=< (2,2,1), (2,2,2), (2,2,3),

(2,3,1), (2,3,2), (2,3,3),

(3,1,1), (3,1,2), (3,1,3),

(3,2,1), (3,2,2), (3,2,3),

(3,3,1), (3,3,2), (3,3,3),

Operation z =z +y
Kartesisches Produkt N x N x N
Kartesisches Produkt R x R x R
e RCNXxNxN

e RCRxRxR

e z=2+yCNxNxN

e z=2+yCRXxRxR

Sei M eine nichtleere Menge und ~ eine Relation, die die folgenden Eigenschaften

hat:

1.
2.

Fiir alle x € M gilt x ~ z. Reflexivitat
Fiir alle z,y € M gilt: Ist z ~ y und y ~ x so ist z = y. Antisymmetrie

Fiir alle x,y, z gilt: x ~ y und y ~ z, so ist x ~ z. Transitivitit
Dann heifit ~ (partielle Ordnung).
Gilt zusétzlich

Fiir alle z,y € M gilt x ~ y oder y ~ x. Linearitit
so heist die Ordnung linear oder total

Sei M eine nichtleere Menge und ~ mit R. C M? eine Relation mit den
FEigenschaften

1.
2.
3.

Fiir alle x € M gilt  ~ x. Reflexivitét
Fiir alle x,y € M gilt: Ist z ~ y, so ist y ~ x. Symmetrie

Fiir alle z,y, z € M gilt: Ist x ~ y und y ~ x, so ist x ~ z. Transitivitit
Dann heifit ~ eine Aquivalenzrelation
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Anders ausgedriickt:
Sei M eine nichtleere Menge und R eine Relation (R C M x M), die die folgenden
Eigenschaften hat:

1. Fiir alle z € M gilt (x,2) € R. Reflexivitéit

2. Fir alle z,y € M gilt: Ist (z,y) € R und (y,2) € R so ist ¢ = y.
Antisymmetrie

3. Firalle z,y, z gilt: (z,y) € Rund (y, 2) € R, soist (z,2) € R. Transitivitit
Dann heifit R (partielle Ordnung).
Gilt zusétzlich

4. Fir alle z,y € M gilt (z,y) € R oder (y,z) € R. Linearitit
so heist die Ordnung linear oder total

Sei M eine nichtleere Menge und R mit R C M? eine Relation mit den Eigenschaften
1. Fir alle z € M gilt (z,z) € R. Reflexivitét
2. Fiir alle z,y € M gilt: Ist (z,y) € R, so ist (y,x) € R. Symmetrie

3. Fir alle z,y,z € M gilt: Ist (z,y) € R und (y,z) € R, so ist (z,z) € R.
Transitivitat
Dann heifit R eine Aquivalenzrelation

Duale Relation: Sei < eine zweistellige Relation, also R< = {(z,y) € M X N :
x = y}. Dann heifit R = {(z,y) € M X N : (x,y) € R-} die zu R< duale
Relation. Es ist also y > x genau dann, wenn x <y

Abbildungen: Seien M und N nichtleere Menge.

1. Eine Abbildung f der Menge M in die Menge N erhilt man durch eine
Zuordnung, die jedem Argument (Urbild) € M eindeutig sein Bild
f(z) zuordnet. M heifit der Definitionsbereich von f, die Menge { f(z) :
x € M} heifit Bild oder Bildbereich von M unter f.

2. Die Menge Gy = {(z, f(x)) : . € M} C M x N heiffit Graph von f.

e Abbildungen
— Allgemein Abbildung

— Funktionen

% eindimensionale Funktionen f: R — R
* mehrdimensionale Funktionen

* Kurven

* Vektorfelder

Surjektivitit, Injektivitédt, Bijektivitat
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2 Die natiirlichen Zahlen
Peanosche Axiome
1. 1ist in N.
2. Zu jedem n € N gibt es genau einen ,,Nachfolger“nx € N.

1 ist kein Nachfolger.

=~ W

Verschiedene natiirliche Zahlen haben verschiedene Nachfolger.

5. Vollstidndige Induktion: Enthélt eine Teilmenge M von N die 1 und
mit jedem nM auch nx, dann gilt M =N

Die Vollsténdige Induktion ist einfach. Wenn wir einen (Induktionsanfang) haben,
dass die Aussage fiir n = 1 richtig ist und wir den Induktionsschluss haben, dass
die Aussage fiir, ,wenn die Aussage fiir n stimmt, stimmt sie fiir n + 1%, dann
ist der Beweis vollbracht, dass die Aussage fiir alle n € N stimmt. Warum? Ja
gut, wenn sie fiir n = 1 stimmt und wenn sie, solange sie fiir n stimmt auch fiir
n + 1 stimmt, dann stimmt sie fiir 2. Weil wenn sie fiir 1 stimmt und n + 1,
dannist n=1undn+1=2, weiln+1=1+1= 2, somit stimmt sie fiir 2,
weil 2 = 1+ 1. Nun stimmt sie aber auch fiir 3. Denn wenn sie fiir n = 2 stimmt
und das tut sie, denn sie stimmte fiir n = 1 und fir n 4+ 1 und dan+1 =2
war. Nun stimmmt sie aber auch fiir n mit n = 2 also, da sie nun aber auch fiir
n + 1 stimmt, stimmt sie auch fiir 3, denn 3 = 2 + 1. Und so weiter.

3 Halbgruppen, Gruppen, Korper

Halbgruppe: Eine Menge mit einer Operation, die dem Assoziativgesetz gehorcht.
Eine Menge zum Beispiel die den natiirlichen Zahlen entspricht und eine
Operation, wie die Multiplikation.

Kommutative Halbgruppe: Eine Halbgruppe, wenn die Operation dem Kommutativgesetz
gehorcht, also wenn einerseits das Assoziativgesetz gilt und andererseits
das Kommutativgesetz

Monoid: Eine Halbgruppe, bei der es ein neutrales Element zu der Operation
gibt. Wie zum Beispiel 1 bei der Multiplikation.

Gruppe: Ein Monoid, bei der es zu der Operation ein inverses Element gibt.
Zum Beispiel ist —a das inverse Element zu a. Wenn wir —a zu a addieren,
erhalten wir 0 und 0 ist das neutrale Element der Addition ,,+*.

Korper: Eine Menge, auf die zwei Verkniipfungen + (Addition) und - (Multiplikation)
definiert sind. Und bei denen gilt:
1. (R, +,0) ist eine kommutative Gruppe
2. (R,-,1) ist eine kommutative Gruppe, wobei gilt: 1 £ 0
3. Es gilt das Distributivgesetz, d.h. a- (b+¢)=a-b+a-c
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4 linear geordneter Korper

lineare Ordnung, linear geordneter Ko6rper: Sei M eine nichtleere Menge.
Auf M sei eine Relation ~ gegeben, d.h., ~ ist eine Teilmenge von M x M .
Gilt (z,y) €~, so schreiben wir

x ~y (lies: z vor y).

Die Relation ~ heifit Ordnung auf M und das Paar (M, ~) eine geordnete
Menge, wenn fiir alle z,y € M folgende Bedingungen erfiillt sind:
1.  ~ z (Reflexivitit)
2. (z ~y) A (y ~x) =z =y (Antisymmetrie)
3. (x~y)A(y~z) =z ~y (Transitivitit)
Gilt iiberdies hinaus auch noch

4 (z~y) vy ~x)
so heiit ~ eine lineare Ordnung auf M und (M, ~) eine linear
geordnete Menge.

R als linear geordneter Kérper: Es existiert eine lineare Ordnung < (,,kleiner
oder gleich®) auf R, sodass (R, <) eine linear geordnete Menge mit folgenden
Eigenschaften ist:

1. Fiir alle 2,y,z € Rgilt ¢ <y = x+ z < y + z (Vertréglichkeit der
Addition)

2. Fiir alle z,y,z € R gilt x <y und 0 < z = xz < yz (Vertriiglichkeit
der Multiplikation)

Fiir einen linear geordneten Koérper schreibt man (R, <)

5 Die reellen Zahlen

1. Koérperaxiome
2. Ordnungsaxiome
3. Schnittaxiom bzw. dquivalente Axiome
1. Kdrperaxiome:
(a) Kommutativgesetze: Es gilt a +b=b+a und a-b=b- a fiir alle

a,beR

(b) Assoziativgesetze: Es gilt a+ (b+c¢) = (a+b)+cunda-(b-c) =
(a-b)-cfiralle a,b,c e R

(c) Distributivgesetz: Es gilt a- (b+¢) =a-b+a-c fir alle a,b,c € R

(d) Existenz neutraler Elemente: Es gibt eine reelle Zahl 0 (,,Null®)
und eine davon verschiedene Zahl 1 (,Eins“), sodass fiir a € R gilt
a+0=aunda-1=a.

(e) Existenz inverser Elemente: Zu jeder reellen Zahl a gibt es eine

reelle Zahl —a, sodass a4+ (—a) = 0 ist. Ferner gibt es zu jeder reellen
Zahl a # 0 eine reelle Zahl ¢~ !, sodass a - a~' =1 ist.
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2. Ordnungsaxiome:

(a) Trichotonomiegesetz: Fiir je zwei reelle Zahlen a, b gilt genau eine
der drei Beziehungen

a<bodera=0>bodera>>b

(b) Transitivititsgesetz: Ist a < b und b < ¢, so folgt a < ¢

(¢) Monotoniegesetze: Ist a < b, so gilt a + ¢ < b+ ¢ fiir alle ¢ € R
und es gilt ac < be fiir alle ¢ > 0. oder

i. Vertriglichkeit der Addition, Translationsinvarianz: Fiir
alle a,b,ce Rgilt a<b=a+c<b+c

ii. Vertriglichkeit der Multiplikation, Dehnungsinvarianz:
Fiir alle a,b,c e Rgilt a <bA0 < c= ac < bc

FEinen linear geordneten Ko&rper kann man auch angeordneten
Korper nennen

3. Schnittaxiom oder Axiom der Ordnungsvollstindigkeit, oder Vollstéindigkeitsaxiom,
oder axiomatische Beschreibung von R:
D.h. das Intervallhalbierungsverfahren existiert, oder die v/2 oder #hnliche
existiert und so sind mit dem Intervallhalbierungsverfahren zum Beispiel
alle Wurzeln wie v/2 (nur als ein Beispiel) zu finden, so dass die Reellen
Zahlen vollsténdig beschrieben sind, im Gegensatz den rationalen Zahlen,

bei denen es % gibt.

6 Intervallhalbierungsverfahren, ...

1. Dedekind’scher Schnitt: FEine Moglichkeit wire der Dedekind’sche
Schnitt.

2. Intervallhalbierungsverfahren:

a :=0; b :=2;
WHILE(TRUE) DO

c := (atb)/2;

IF ¢c”2 < 2 THEN a := c;
ELSE b := c;

END; /*IFx*/

END. /*WHILE*/

3. Intervallhalbierungsverfahren, ...

#include <stdio.h>
#include <math.h>>

int main(void) {
double a, b, c, d;
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int i;
int x[100];

c = 2;
d = 2;

for(i = 0; i < 100; i++) {

if(cxc < 2)
c=c+d;
else
c=c - d;
d = d4/2;
}
printf ("%1f\n", c);
getchar();
c = 4;
a = 0;
b = 2;
for(i = 0; i < 100; i++) {
c = (at+b)/2;
if (cxc < 2)
a=c;
else
b =c;
}
printf ("%1f\n", c);
getchar();
a = 0;
b = 2;

for(i = 0; i < 100; i++) {

c = (a+b)/2;

if ((c*c) < 2) {
x[i] = 1;
a=c;

}

else {
x[i] = 0;
b =c;

}

}

printf ("\n");
printf("%1f\n", <);
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for(i = 0; 1 < 100; i++)
printf("%i", x[i1);

printf ("\n");

0.5;
c =1;

for(i = 0; i < 100; i++) {

if (x[i1)
c =c + d;
else
c=c¢c-d;
d = 4/2;

printf ("%41f", c);

return O;

}

7 Potenzrechengesetze und Logarithmus

7.1 Zahl und Potenz
p=10°
z=m-b®
1<m<b
1.89217 - 10%(= 189, 217)
1-10%(= 1000)

Zahl = Mantisse - B aSiSExponent

Potenz = Basistxponent
e Basis
e Exponent
e Potenz
a® =1
alzza
a™ . g =agmtm
P
an
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7.2 Logarithmus

e a: Basis
e x: Exponent

b: Potenz

a® =b,a>0,a#1,b>0

a®*=ba>0,a#1,0>0

e o =b,a>0,a#1,b> 0, Losung:

— Losung: Logarithmus von b zur Basis a

— Losung: log, (b)

e a"=ba>0,a#1,b>0

— x = Logarithmus von b zur Basis a

— z =log,(b)

e a® =ba>0,a#1,b>0

— Logarithmus von b zur Basis a < a” =

— log,(b) © a® =b

1. log,(u-v) =
2. log,(u:v) =

3. log,(u") =r-log,(u)

log, (u) + log, (v)
log,, (u) —log, (v)

_ log,.(b)
- log,(a)

log, (b)

8 FlieBkommazahlen

e Einfache Genauigkeit (32 Bit)

e Doppelte Genauigkeit (64 Bit)

e Erweiterte Genauigkeit (80 Bit)

Speicherung

f=(=1)°% 1m.2°7°
sem

10
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s Vorzeichenbit
e ¢ Exponent

b Bias

m Mantisse oder Signifikant

9 Intervallhalbierungsverfahren

b

bn+1 - 3

f(1) :=s, € {0,1}
f(2) :=s9 € {0,1}
f(3) :==s3€{0,1}

f(n) :=s, €{0,1}
(sn):=f:N—{0,1}
Jede irrationale Zahl ist

by
(bl> 2 3 (bl>
—b —b) b
(a )iblibgj:bgj:mf~~ﬁ:bnj:bn+1:(a )y N2/ e ey 2
2 2 27 2 2 2 2
(@+b) 1 1 1 1 a+b

- 1
+ -+ -+ - +...£—= + - 1
2 91 — 92 93 on 9 ;( ) 21736{0» }

(a+b) 1 1 1 1 a+b <« 1
)50 (=) (—1)52 (1) — = + —1)%.— 1
o H D (D) G () g (1) = ;( ) ors € {01}
(a+D) 1 1 L1 1 atb & 1
—1)%0.— _1)S1. —1)%2. — ... —1)».— = —1)%.—
1
(bn):ﬁ
b
blb;
b2:b21
bs=
b :bnfl
" 2
+b +b
(az (1) bt (1) (= 1) by ()b, = SN 1y

11
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int main(void) {

double a, b, c, d;
int i;
int x[100];

c = 2;
d = 2;

for(i = 0; i < 100; i++) {
if (c*c < 2)
c=c+ d;
else
c =c-d;
d = d/2;
}

printf ("%1f\n", c);
getchar();

return O;

}

12
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Wenn wir jetzt das Intervallhalbierungsverfahren angucken:
Zunéchst, bricht das Intervallhalbierungsverfahren nicht ab, dann handelt es
sich um eine irrationale Zahl.

+

| =
N

1 1 1
Beim néchsten Mal ist es nicht 3 sondern 1 Koénnen wir die 3 erreichen?

1 1 1
Ist 1 + 1 ja nicht 5? 1
Ja schon, aber beim néchsten Mal, ist es ja 3

11t
2 4 8

1 1 1

Mit dem — koénnen wir auch nicht 1 erreichen. Mit dem néchsten? Das ist 16’
8 1 1

damit, mit T16 erreichen wir auch 1 nicht. Somit sehen wir, wir kommen nie

auf ein Ganzes.

Jetzt zu etwas anderem: Mit dem Intervallhalbierungsverfahren kommen wir
einer Zahl natiirlich beliebig nahe. Die Intervalle werden kleiner. Nun, es gibt
unendlich vile Moglichkeiten il + 1 =+ ... auf zu addieren oder subtrahieren,
damit gibt es unendlich viele Mo6glichkeiten irrationale Zahlen zu bilden und
nicht nur einige wenige. Der andere Punkt ist, sind denn einige von denen
dann auch in der Tat irrationale Zahlen, wie /2?7 Das es unendlich viele gibt
ist klar, aber wie kénnen wir nun zeigen, dass die tatséchlich irrational sind
und aus dem Konzept der rationalen herausfliegen. Da wir sagten es ja, es
gibt nie ein Ganzes, wenn es sich um eine irrationale Zahl handelt, d.h., das
Intervallhalbierungsverfahren bricht nicht ab und es gibt so oder so nicht etwas,
das endet, oder ein ganzes ist, zu beweisen ist nun, das es bei /2 = 23 tatsichlich
nicht abbricht.

Fangen wir an: Ubrigens, bei

Liiils
2 48T

wo ein 3 durch 1 darstellbar ist, konnen wir auch schreiben:

1,11 1y (1 1)
8 8 8 8 8 8/ 8

1
Wir koénnen das so auffassen, wir unterteilen das in Blocke: Ein Block fiir >

:tljzljzljzl
8§ 8 8 8

Blockl + Block2 + Block3

wére:

1
Wir kénnen auch sagen: Entsprechend viel achten <8> addieren wir, weil

171+1+1+1
8 8 8 8

13
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Damit I8st sich alles schreiben als

1

111
R

8

8

8

8

. Wir addieren beim Intervallhalbierungsverfahren nicht nur: Wir kénnen nicht

nur schreiben:

ot
8
=t
8

1

sondern auch:

oder

1

o)

8

1

8+

1

8

8

1
8

1

8

1

T3

8

1

8

)-(

8+8

1

1

7_’_7

8

1

8+

8+

8

1

8

!
8

|
)+

1

8

D.h. wir addieren nicht nur (das ergibt auch eine irrationale Zahl, wenn wir
nicht abbrechen), sondern wir subtrahieren zwischendurch auch. Wenn wir nun

4
— abziehen ziehen wir in Wirklichkeit 4 achtel, namlich 3 ab. Wir kénnen beim

1 2
Subtrahierne —, aber auch beliebig — subtrahieren, es kommt je danach ob wir

addieren oder subtrahieren eine andere irrationale Zahl heraus. Dann ist:

11y, 1
8 8 8

8

oder
6

8

oder
L
8

etwas in dieser Art.

1

1
8

1
8

8+

1
8

L_ 1+7+7+1 +
2 8

A8

eyl
8 8/ \8
Loy (1,
8 8/ \8

1

8

-+

Wie verhélt es sich nun mit dem Intervallhalbierungsverfahren bei V2?7

Dann haben wir

0

1234567

"8787887878’8

Was steht denn da nun eigentlich geschrieben:

Zunéchst:

Eigentlich:

on

1

271

[

2

14
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Wichtig: m <n

So nun: m - 27" = 23 Wichtig:

N

m-2""=2

Die Gleichung )
1.-27" =22

Geht schon nicht auf, weil, wir einerseits —n haben, mit einem — und andererseits
und das ist wichtig: n ist eine Natiirliche Zahl.
0. 1234567
87878787878’ 8

Also: Die Gleichung

geht schon nicht auf, wegen
9 m — 93

Und dann ist n eine natirliche Zahl. Und dann steht da aber

LIPS
m-—=22m<n
AL ’

Die Gleichung geht nie auf, wie es bei einer nicht irrationalen Zahl?

m.zin:ﬁ:(f)%

Dann geht die Gleichung auf:

Heifit dass jetzt, weil wir sagten, n € N und nun steht da bei /2, dass wir die

irrationalen Zahlen, die ja eine Potenz wie zum Beispiel % haben iiber sich selber

definiert? Nein haben wir nicht, denn die Gleichung beim Intervallhalbierungsverfahren

verwendete ein Natiirliches n und wir wissen, dass wenn das Intervallhalbierungsverfahren

nicht abbricht, handelt es sich um eine irrationale Zahl und wenn das Intervallhalbierungsverfahren
keine Losung findet, handelt es sich um eine irrationale Zahl. Und beim Intervallhalbierungsverfahren
verwenden wir n € N

15
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Bindrbaum der irrationalen Zahlen

(a-b)/2
/ \
/ \
-(b_1/2) +(b_1)/2
/ \ / \
/ \ / \
/ \ / \
-(b_2/2) +(b_2/2) -(b_2/2) +(b_2/2)
/ \ / \ / \ / \
/ \ / \ / \ / \

-(b_3/2) +(_3/2) -(b_3/2) +(b_3/2) -(b_3/2) +(b_3/2) -(b_3/2) +(b_3/2)

10 Abzhihlbar unendlich und iiberabzihlbar unendlich
bei dem Intervallhalbierungsverfahren

10.1 Intervallhalbierungsverfahren und irrationale Zahlen
Intervallhalbierungsverfahren, 2 Folgen:

1. (sn)

2. (by)
Mittels (s,,) lisst sich eine Zahl bilden:

1. f(0) = so = 0000

(

2. f(1) = s; = 0001
3. f(2) = sy = 0010
4. f(3) = s3 = 0011
5. f(4) = s4 = 0100
6. f(5) = s5 = 0101
7. f(6) = s = 0110
8. f(7) = s7 = 0111
9.

10. f(15) = sy5 = 1111
11. ...

Frage: Haben wir es jetzt mit abzdhlbar unendlich zu tun, weil 0000, 0001, 0010,0011,...,1111,...
natiirliche Zahlen N darstellen?
Wir schreiben fiir

16
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von David Vajda

e +(1/2): 0

e +(1/4): 0

e +(1/8): 0

also fiir + jeweils 0.
Und fiir

e —(1/2):1

o —(1/4):1

e —(1/8):1

also fiir - jeweils 1.

Wir schreiben alle +1/2 und -1/2 getrennt untereinander:

[elelNeolNeolNeolNelNolNe N i i o
O O OO, K, P P OOOOFFE P -

Dann haben wir dort stehen:

11
10
01
00
11
10
01
00
11
10
01
00
11
10
01
00

Fiir -(1/2):
Fir +(1/2):
Fiir -(1/4):

die 1

Fur +(1/4):

die 0

Fiir -(1/8):

die 1

-(1/2)
-(1/2)
-(1/2)
-(1/2)
-(1/2)
-(1/2)
-(1/2)
-(1/2)
+(1/2)
+(1/2)
+(1/2)
+(1/2)
+(1/2)
+(1/2)
+(1/2)
+(1/2)

-(1/4)
-(1/4)
-(1/4)
-(1/4)
+(1/4)
+(1/4)
+(1/4)
+(1/4)
-(1/4)
-(1/4)
-(1/4)
-(1/4)
+(1/4)
+(1/4)
+(1/4)
+(1/4)

-(1/8)
-(1/8)
+(1/8)
+(1/8)
-(1/8)
-(1/8)
+(1/8)
+(1/8)
-(1/8)
+(1/8)
+(1/8)
-(1/8)
+(1/8)
+(1/8)
-(1/8)
-(1/8)

-(1/16)
+(1/16)
-(1/16)
+(1/16)
-(1/16)
+(1/16)
-(1/16)
+(1/16)
-(1/16)
+(1/16)
-(1/16)
+(1/16)
-(1/16)
+(1/16)
-(1/16)
+(1/16)

Unendlich Mal die 1
Unendlich Mal die 0
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e Fiir +(1/8): Unendlich Mal, aber halb so oft, wie bei (1/4) und -(1/4)
die 0
e ...
Bei dem Intervallhalbierungsverfahren gibt es +(1/2), -(1/2), dann zu jedem
jeweils +(1/4),-(1/4),also+(1/2)+(1,4),+(1,2)-(1,4),-(1,2)+(1,4),-(1,2)-(1,4)
und dazu jeweils wieder +(1/8), -(1,8), also +(1/4)+(1/2)+(1/8), +(1/4)+(1/2)-(1/8),
+(1/4)-(1/2)+(1/8), ..., -(1/4)-(1/2)-(1/8), also 8 Mal jeweils (1/8) mit

wechselndem Vorzeichen.
Dann haben wir bei n Schritten 2™ verschiedene Zahlen.

10.2 Rationale Zahlen
e Rationale Zahlen lassen sich schreiben als: a/b.
e a/b ist von der Struktur, wie: axb, a+b, a-b. Die Menge ist dieselbe.

e Wir haben es zu tun mit etwas der Art: {a 4+ b} und nicht
{a+ba+b+c,a+b+c+da+b+c+d+e}

e a+b,a € N,be N ist eine natiirliche Zahl ((a + b) € N)

e Nach den Peano-Axiomen lisst sich jede natiirliche Zahl schreiben als
I+1+1+-+La+b=1+1+1+---+1

e atb, 1+1, 1+2 1+3, 1+4, 2+1, 2+2 2+3, ist wieder eine Natiirliche Zahl

e at+b = n, mit n € N, d.h. a + b ist die Menge der Natiirlichen Zahlen

e a/b gibt es genauso héufig wie a + b

e Alsoist die Menge der rationalen Zahlen gleich der, der Natiirlichen Zahlen.

e Das geht, denn die Peano-Axiome gerantieren die Existenz von +. Und
dann gibt es bei den Peano-Axiomen 1, 1+ 1, 14+ 141, 1+1+1+41,
1+1+1+141,14+1+1+14141,.... Abera+b=(1+1+1+4---+
D+1+14+14+---+1)),aeN,beN qgist nimlich 1 +14+1+---4+1
undb=1+1+1+---+41

Bei a/b haben wir fiir 1/b, 2/b, 3/b, ... und a/1, a/2, a/3, also haben wir
jeweils bei 1/b, 2/b, 3/b, ... n Schritte und bei a/1, a/2, a/3 auch n Schritte,
also haben wir n - n Schritte.

10.2.1 Vergleich

Nun haben wir bei 27:2-2=22=4,2.2.2=23=28,2.2.2.2 =2% =16,
2.2.2.2.2=25=322.2.2.2.2.2=20=64,... und bein-n:...,5-5 = 25,
6-6 =36, .... Also ist 2" deutlich gréfer als n - n = n?. Also haben wir bei n
Schritten beim Intervallhalbierungsverfahren 2". Und alleine 2° = 32 ist groBer
als 5-5 = 25 und 26 = 64 ist groBer als 6 - 6 = 36. Bei n Schritten sowohl beim
Intervallhalbierungsverfahren als auch bei Briichen.

18
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10.2.2 Andere Intervalllingen beim Intervallhalbierungsverfahren

Wenn wir 1/3 addieren oder subtrahieren. D.h. +(1/3), -(1/3): Egal, wie wir
unsere Intervalle einteilen. Ein jeder Baum, ein ternidrer Baum, ein tertiérer
Baum, ein jeder Baum, egal wie viele Nachfolger ein Knoten hat, lisst sich in
einen Bindrbaum umwandeln.

11 Natiirliche Zahlen

e Eine Natiirliche Zahl a (a € N) ist etwas der Art: 14+1,14+14+1,14+1+1+41.
e Eine Natiirliche Zahl bekommt eine Benennung:

— Zuni#chst sind Benennungen Ziffern wie 2,3,4,...9,4,B,C, ...
— Dann in Stellenschreibweise: 1,2,...,9,10,11,...,100

— Man konnte fiir jedes 1, 1+1, 1+14+1, 14+14+14+1,1+1+14+14+1
eine eigene Ziffer, oder ein eigenes Zeichen einfithren

Natiirliche Zahl:

1+1
1+1+1
1+1+1+1

Natiirliche Zahl in Scheme:

1+1
(1+1)+1
((1+1)+1)+1
(C(1+1)+1)+1)
((CL+D)+1)+1)+1

Natiirliche Zahl in Scheme:

(1+1)
(Q+1)+1)
(((1+D)+1)+1)
(C+D)+1)+1))
(CCCI+)+1)+1)+1)

(define (n_next n)
(+ n 1))

Unéres Zahlensystem:

I

IT
IIT
ITII
IIIII

19
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e Das Hinschreiben von Strichen ist die eigentliche Operation.

e Das Unére Zahlensystem ist mit seinen Strichen so aufgebaut, dass die
Striche zusammengefasst jeweils eine Ziffer (wie 0, 1,2, ...,9) ergeben konnten.
Man koénnte fiir jede Zahl im unéren Zahlensystem eine Ziffer einfiiren und
hétte unendlich viele Ziffern

e Der Abstand von zwei benachbarten Ziffern in einem beliebigen Zahlensystem,
ist derselbe wie von zwei benachbarten Zahlen im unéren Zahlensystem

e Das Hinschreiben oder 16schen von Strichen ist eine Operation: Addieren
und Subtrahieren. Friiher in der Steinzeit: Fiir jedes desgleichen was hinzukommt,
machen wir einen Strich an die entsprechende Stelle, fiir alles, was verloren
geht, abhanden kommt oder verbraucht wurde, nehmen wir den Strich
wieder weg. Ebenso im Geféingnis im alten Rom: Fiir jeden Gefangenen
der kommt und Widerstand leisten kann gibt es einen Strich, fiir jeden
Gefangenen der entlassen wird, oder abhanden kommt, wird ein Strich
weggelassen.

12 Rationale Zahlen und irrationale Zahlen, im
Baum
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zum Beispiel 0,123123123 zum Beispiel 0,0000
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zum Beispiel 0,123123123 zum Beispiel 0,0000

Linear verkettete Liste 0,123123123

0,123123123

Binarbaum zum Beispiel beim Intervall-
halbierungsverfahren.

Ein ternarer Baum lasst sich in den hier
gezeigten bindren Baum umwandeln.

13 Das zustande kommen von irrationalen Zahlen

13.1 Was sind rationale Zahlen?
e Briiche

e Periodische Zahlen
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Zahlen, die irgendwann abbrechen, bzw. wir schreiben keine Periode fiir 0,
bei zum Beispiel 0, 11230000000000, wenn die Zahl nach 0,1123 abbricht

13.2 Das Enstehen von irrationalen Zahlen

Sei P die Menge aller Primzahlen.

Irrationale Zahlen Zahlen entstehen, wenn wir die Wurzel einer Primzahl
ziehen

- \/57 \/57 \/57 \/?
- \1757 \3/57 {3/57 \77

Keine irrationale Zahlen entstehen bei:
- Vv2-2,v3-3,v5-5
-v2-2-2.2,V/3-3-3-3
- V2-2-2,¥5-5-5

Irrationale Zahlen entsehen bei:

- V2-3,V25
— Y233

Jede Zahl, die keine Primzahl ist lésst sich schreiben als:
s=a-boders=a-b-c,..., mitaeP,beP,ceP

Stimmt die Potenz der Wurzel im umgedrehten nicht mit dem Auftauchen
einer Potenz bei dem Produkt von Primzahlen iiberein, so handelt es sich
bei der Wurzel im eine irrationale Zahl

Va-a-a=a, mitaeclP
Aber irrationale Zahl: ¢/a” € R\ Q, fiir r # p

Beispiel: v/22: Ist irrationale Zahl, weil 3 # 2

Also:
— C/a:a%
_ (a.b)":an pn
a\" a"
-G) =%

1 1
_ (2)’ _ar
b b

— Jedes Produkt einer irrationalen Zahl mit einer rationalen Zahl oder
einer Natiirlichen Zahl, ist wieder eine irrationale Zahl.
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LT /1y B
2 \2) 2t

Hier taucht ein Produkt auf, ndmlich \ﬁ und dies ist wieder eine
irrationale Zahl, weil \/2 eine irrationale Zahl ist und jedes Produkt
aus einer irrationalen Zahl und einer Natiirlichen Zahl (und auch
1

— ist zumindest die Umkehrung eines Produktes) ergibt wieder eine
a

irrationale Zahl.

— Von 8 lisst sich die dritte Wurzel ziehen: ¥/8 = ¥/2-2-2 = 2. Von
8 ldsst sich nicht die zweite Wurzeln ziehen v/2-2-2 = {/(2-2) -2
und nach (a-b)" = a™-b" gilt nun: (2-2)7-22 = ¥2-2- Y2 =2 2.
Nun haben wir wieder ein Produkt von einer natiirlichen Zahl, mit
einer irrationalen Zahl.

- Vi6=v2-2.2.2=2
,g/ﬁze/g.g.g.gz\?’/g.g.g.e/izg.e/ﬁ

— Y14 =Y2-7= Y2 Y7 und sowohl 2 als auch 7 sind Primzahlen
— ¥2.3-3=¥Y2-¥Y3-3=Y2-3 und ¥/2 ist eine irrationale Zahl
- v2-2.2.3.3-3=vV2-2-2-V3-3-3=2-3=6.

14 Erginzung

Wie sieht es mit den Wurzeln von Briichen aus: Zunéchst: Die Wurzeln lésst
sich nur von Quadratzahlen ziehen — wenn man als Ergebnis eine natiirliche
Zahl oder eine rationale Zahl haben will und nicht etwa eine irrationale — in der
Form n? = 25,n € N. 25 ist eine Quadratzahl. Nicht so wie 6: n? = 6,n € N
geht nicht, wenn man nicht eine irrationale Zahl haben will. Vorsicht, es lassen
sich nicht nur Wurzeln von Quadratzahlen ziehen, so dass ausschliellich nur eine
natiirliche Zahl oder rationale Zahl entstiinde. Die dritte Wurzel von 8 lasst sich
auf jeden Fall ziehen, so dass wir eine natiirliche Zahl bekommen. Die Potenz
der Wurzel muss mit den jeweiligen Potenzen der Primzahlen unter der Wurzel
iibereinstimmen, um eine natiirlche Zahl zu bekommen.

Nun dann sind wir bei den Quadratzahlen. Von einer Quadratzahl ldsst sich die
Wurzel ziehen, so dass wir eine Natiirliche Zahl bekommen. Ebenso von 0, 25,
wenn wir nun tiber die Natiirlichen Zahlen hinausschauen. Von 2,5 lisst sich die
Whurzel nicht ziehen. Aber da steht:

25=125- 1
1
2.5=25- L
10
0.25 =25 - €
100
0.025 =25 - 1
1000
0.0025 = 25 - L
10000
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Und nach den Potenzrechenrechengesetzen (a - b)™ = a™ - b und (%)n i

und {/a = an gilt:
1 1 V1
25 =4/25 .- = =25 -4/ = =4/25 . —
V25 =4/25 . V25 \[1 5 i
\/25— 25.i_1/25. i_1/25.71
2y 10 V1o~ V10
1 1 V1
V025 =4/25 — =25/ — = V25 —
100 100 v/100
1 1 V1
V0.025 = 1/25 - —— = V25 -/ —— = /25
1000 1000 v/1000
1 1 V1
V0.0025 = /25 ——— =254/ —— = /25
0-00 o 10000 g 10000 g v/10000

Und v/1, /100, /10000 gibt keine irrationale Zahl, sondern eine Natiirliche, aber
V10, v/1000, ..., ergibt eine irrationale und es lisst sich keine natiirliche oder
rationale Zahl finden.

15 Vollstindige Induktion

Bitte das Prinzip der vollstédndigen Induktion irgendwo nachlesen.
Daneben gilt:

Die Vollsténdige Induktion ist einfach. Wenn wir einen (Induktionsanfang) haben,
dass die Aussage fiir n = 1 richtig ist und wir den Induktionsschluss haben, dass
die Aussage fiir, ,wenn die Aussage fiir n stimmt, stimmt sie fiir n + 1%, dann
ist der Beweis vollbracht, dass die Aussage fiir alle n € N stimmt. Warum? Ja
gut, wenn sie fiir n = 1 stimmt und wenn sie, solange sie fiir n stimmt auch fiir
n + 1 stimmt, dann stimmt sie fiir 2. Weil wenn sie fiir 1 stimmt und n + 1,
dannist n =lund n+1 =2 weiln+1 =141 = 2, somit stimmt sie fiir
2, weil 2 = 1 + 1. Nun stimmt sie aber auch fiir 3. Denn wenn sie fiir n = 2
stimmt und das tut sie, denn sie stimmte fiir n = 1 und fiir n + 1 und da
n + 1 = 2 war. Nun stimmmt sie aber auch fiir n mit n = 2 also, da sie nun
aber auch fiir n+1 stimmt, stimmt sie auch fiir 3, denn 3 = 2+ 1. Und so weiter.

Desweiteren:

15.1 Vollstindige Induktion
> _b(k)

k=1

lasst sich schreiben als

b(1) +b(2) +b(3) +b(4) +--- + b(k)
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> (k)
k=1

lasst sich schreiben als

> b(k) =b(1) + b(2) + b(3) + b(4) + - - - + b(n) + b(n + 1)

k=1

n+1
D b(k) =b(1) +b(2) + b(3) + b(4) + - - + b(n + 1)

k=1 k=1
n+1

k=1 k=1 k=1

26
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Zum Beispiel:

k=1
d k=1+2
k=1
3
> k=1+2+3

> k=1+2+3+4
k=1

5
}:k=1+2+3+4+5
k=1

k=1+2+34+4+5+ --+n
k=1
n+1
> k=1+2+3+445+ - +n+n+1=142+43+4+5+-+n+1
k=1

pgw
Il

M-
P

b
Il
—
B

v
A

[
=
I
+
w

b
I
-
ES
I
—

+
=

[;j%
|

ol
Mo 1
3
ol
1

=
M- I

=

+5
k=1 k=1
n n—1
Z k= +n
k=1 k=1
n+1 n n—1
Yk=> +n+1)=> +n+(n+1)
=1 k=1 k=1

Bei der vollstdndigen Induktion ersetzen wir im Induktionsschritt jedes n durch
n + 1. Zunéchst eine Gleichung bei der vollsténdigen Induktion sieht aus, wie
folgt:
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Nun ersetzen wir jedes n durch n 4+ 1 d.h. wir schreiben

n+1

> b(k) =a(n+1)

k=1

Im n#chsten Schritt spalten wir die Summe auf:
Zb(k) +b(n+1)=an+1)
k=1

Nun hatten wir in der Induktionsannahme gesagt:

> b(k) = a(n)

k=1

n

Dann schreiben wir unter der Vorraussetzung, dass das richtig ist:
n
a(n) fiir y _ b(k)
k=1

Also substituieren wir:

n

> b(k)+b(n+1) =a(n+1)
k=1

=a(n)+bn+1)=aln+1)

Und wenn diese Aussage stimmt, ndmlich:
a(n) +bn+1)=a(n+1)

Dann hat der Induktionsschritt ergeben: Die Induktionsannahme ist oder war
richtig und die Gleichung stimmt.

Fiir die Vollstindige Induktion gilt dann. Der Unterschied von a(n) und a(n+1),
also
a(n+1) —a(n)

das ist der Unterschied von a(n + 1) und a(n) muss b(n + 1) sein. Halten wir
zunéchst mal alles fest: Wenn es fiir die 1 gilt, dann gilt es auch fiir die 2. In dm
Fall ist n = 1 und n + 1 = 2. Nun ist n aber jede natiirlichen Zahl. Also kann
n = 2 sein. Dann ist n + 1 = 3. Nun wenn das stimmt, zum néchsten. Wenn n
jede natiirliche Zahl sein kann, kann n = 3 sein, dann n+1 = 4. Wenn dafiir die
Annahme stimmt, ist das schon Mal richtig. Nun zu etwas anderem: n ist jede
Natiirliche Zahl. D.h. treffe wir die Aussage fiir n, gilt es fiir jede Natiirliche
Zahl, also auch fiir 3,4,...,n € N.

Nun: Wir nen den Unterschied von a(n) und a(n + 1) den Abstand oder die
Distanz von a(n + 1) und a(n).

a(n+1)—a(n)
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Nun hatten wir die Verraussetzung getroffen:

= "b(k)

k=1

Dann, da wir mit Z némlich Z b(k) jedes Mal ein b(k) auf addieren b(1), b(2),b(3), ...

k=1
1). Muss der Abstand, wenn die Gleichung

> b(k) =

k=1

stimmt, derselbe sein, nidmlich der Abstand von

n n+1
> b(k) und Y b(k)
k=1 k=1

wie von a(n) und a(n + 1).
Da dies aber eine allgemeine Aussage fiir alle n waren, ist immer der Abstand
von a(n + 1) und a(n) ndmlich

a(n+1)—a(n)

derselbe wie von

n n+1
> b(k) und Y b(k)
k=1 k=1

weil
n+1

n
D b(k) = b(k) =b(n+1)
k=1 k=1
und wenn der Abstand der Summe immer derselbe ist, wie von a(n) und a(n+1),
a(n+1) ist das néchste a(n) von n aus gesehen, also die niichste natiirliche Zahl.
Und wenn der Abstand jedes Mal auf beiden Seiten derselbe ist, unabhéngig von

jeder Diskussion, gilt die Gleichung bestimmt.
Was nicht heiflen soll, das nicht gelten kann

Z b(k) = a(n) = ¢(n)
k=1

Es kann weitere Gleichungen geben.
Zu etwas anderem:
n
>
k
k=1
ist zumindest eine rationale Zahl. Aber bei
"1
> o
k=1
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haben wir es mit einem Intervallhalbierungsverfahren zu tun. So ist

PRI

k=1

Das Intervallhalbierungsverfahrenmit der Folge (s,,) fiir das Vorzeichen. Dann
ldsst sich also zum Beispiel ein Ausdruck fiir eine irrationale Zahl beweisen.

30



Natiirliche Zahlen, Korper der Reellen Zahlen von David Vajda

Fangen wir an, bei der Eulerschen Zahl:
Also:

(4 1))

ist die Folge der Eulerschen Zahl. Die Eulersche Zahl ist auch:

Vollstandige Induktion:

Induktionsschritt:

<1+1>7l+1+ 1
n ! 1\
CEA

n n
1 1
<1+ +1) "
n
(1+1) r,t ntl
n _ n_n I G
o 1 1 n4+2
14 1 n+ i n n(n + 2)
n+1 n+1l n+1 n+1
(n+1)°\"" ! — (14—
n(n + 2) (n+1)n! N n+1
1+ 1 n+1
n+1
1 n+1
(n+1)2\"* <1+n+1) 1
AT (14—
(n(n+2>> T ( +n+1)

Was haben wir jetzt falsch gemacht. Die Gleichung scheint vom ersten Moment
an nicht auf zu gehen. Setzen wir erst ein Mal ein: Wir nehmen eine andere
Formel fiir e ndmlich N

1

n
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Fangen wir an zu iiberpriifen:
e
n
k=0

1 5 5
(1+5) = kl?
k=0

7776
= 3195 15477

9, 4888 - - - = 154777

Das ist schon falsch. Warum?

1 10000000
1+— —2,718281...
( * 10000000) ’

32 1
> o7 = 2,718281828
k=0

Wir sehen es handelt sich um Grenzwerte. Und nun zur vollstédndigen Induktion.
Vollstdndige Induktion kann auch ab einem anderen Index mny beginnen, der
ausserhalb von 0 und 1 liegt. Wir kénnen auch 10.000 nehmen. Dann kénnen wir

auf der anderen Seite ein € nehmen und wir wiirden einen minimalen Wertunterschied
festellen.

Wenn wir nun nehmen:

1

n+1
RN s I

n(n + 2) (n+1)n! n+1

konvergiert gegen etwas zwischen 1 und Eulerschen Zahnl. Aber n! vorallem
nl(n + 1) wéchst viel schneller. D.h.

1 1

nlln+1) (n+1)!

1 n+1
1
< Jrn—&-l)
(n+1)!
(n+1)2 n+1
n(n + 2)
_ n?+2n+1 et
n n? 4+ 2n

ist eine Nullfolge. Und

ist auch eine Nullfolge.

n+2n+1=n%>+2n
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n?+2n+1
n2 +2n
konvergiert gegen 1. Das n 4+ 1 in der Potenz macht bei einer Folge, die gegen 1
konvergiert eine Folge, die gegen 1 konvergiert.

1
1
( +n+1>

konvergiert ebenso auf der anderen Seite des Gleichheitszeichens gegen 1

Also, der Witz bei der Sache ist, dass wir eigentlich Grenzwerte vergleichen,

wir vergleichen nicht
Pl und (1 + n)

k=0

i 3 gy i (14 7)

Kann man diese dann iiberhaupt mit vollsténdiger Induktion miteinander vergleichen?
Weil wir vergleichen ja Grenzwerte. Ja man kann, ndmlich:

kT n
k=10000

Wie wir sehen haben wir nun den Startindex £ = 10000 gewéhlt. Und das geht,
denn die Vollstandige Induktion kann mit einem anderen Startwert beginnen,
némlich £ = 10000. Oder etwas, das dariiber liegt. Zum Beispiel, k& = 1000000
oder k = 10000000

Sondern

Sl
K n
k=1000000

Dann haben wir einen anderen Startwert ng, mit k& = ng.
Damit die Sache nun richtig wird:

z”: 1 1—|—l nie
ko n

k=10000
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16 Pi als irrationale Zahl
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#include <stdio.h>
#include <math.h>

double sqr(double x) {
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return x*Xx;

}

double sqrt2(double x) {
double a, b, c;

int n;
a = 0;
b = 2xx;
for(n = 0; n < 100; n++) {
c = (a+b)/2;
if((c * ¢) < %)
a = c;
else
b =c;
}
return c;

}

double pow_simple_int(double x, int n) {
double y = 1;

for( ; n > 0; n--)
Y o= yxx;
return y;

}

double pi(int n) {
double prev;
double next;
if(n == 0)
next = 1;
else if(n > 0) {
prev = pi(n-1);
next = sqrt(sqr(1-sqrt(1-sqr(prev/2)))+sqr(prev/2));

}
return next;

}

double PI(int n) {
return pi(n)*3*pow(2, n);

}
double umfang n_polygon(int n) {
return PI(n)*2;

}

double sin2PI(void) {return 0;}
double neg_sin2PI(void) {return 0;}
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double cos2PI(void) {return 1;%}
double neg_cos2PI(void) {return -1;}

long double faculty(int n) {

int 1i;
long double k;

if(n == 0)
return 1;
k =1;
for(i =1; 1i <=n; i++)
k = kxi;
return k;
}

long double taylor_sin(long double x) {

int k;
double a, a0, al, a2, a3;
double y = O;

a = 2xPI(100);

for(k = 0; k < 32; k+=4) {
a0 = sin2PI()/faculty(k);
al = cos2PI()/faculty(k+1);
a2 = neg_sin2PI()/faculty(k+2);
a3 = neg_cos2PI()/faculty(k+3);

a2*pow_simple_int(x-a, k+2)
a3*pow_simple_int(x-a, k+3);

3

return y;

}

long double taylor_sin2(long double x) {

long int k;

long double a, a0, al, a2, a3;
long double y = 0O;

long double n;

a = 0;
for(k = 0; k < 64; k+=4) {

a0 = sin2PI()/faculty(k+0);
y =y + aO*pow_simple_int(x, k+0);
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al = cos2PI()/faculty(k+1);

y =y + al*pow_simple_int(x, k+1);
a2 = neg_sin2PI()/faculty(k+2);

y = y + a2+pow_simple_int(x, k+2);
a3 = neg_cos2PI()/faculty(k+3);

y =y + a3*pow_simple_int(x, k+3);

}

return y,;

}

long double the_real_taylor_sin(long double x) {

long double pi_temp = 2*PI(25);
long double prev_x;

long double val;

int flag = 0;

while(x > 0) {
prev_x = x;
X = Xx-pi_temp;

}

if (prev_x - PI(25) > 0) {
prev_x = prev_x - PI(25);
flag = 1;

val = taylor_sin(prev_x);
if (flag)
val = val * (-1);

return val;

}

int main(void) {

printf ("%.20f\n", pi(25)*48*2*2k2*2kDk2* kK2 kKK DKk k2K 2*¥ 2k 2% 2%2) ;

printf ("%.20f\n", PI(25));
printf("%.20f\n", umfang n_polygon(25));
printf ("%.20f\n", sqrt2(2));

printf ("%.20f\n", sqrt(2));

printf ("%.20f\n", pow_simple_int(2, 0));
printf ("%.20f\n", pow_simple_int(2, 1));
printf ("%.20f\n", pow_simple_int(2, 2));
printf ("%.20f\n", pow_simple_int(2, 3));
printf ("%.20f\n", pow_simple_int(2, 3));
printf ("%f\n", (double) faculty(0));
printf ("%f\n", (double) faculty(1l));
printf ("%f\n", (double) faculty(2));
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printf ("%f\n", (double) faculty(3));
printf ("%f\n", (double) faculty(4));
printf ("%f\n", (double) faculty(5));
printf ("%f\n", (double) taylor_sin(0));
printf ("%f\n", (double) taylor_sin(PI(25)*1/2));
printf ("%f\n", (double) taylor_sin(PI(25)));
printf ("%f\n", (double) taylor_sin(0.5));
printf ("%f\n", (double) taylor_sin(0.75));
printf ("%f\n", (double) taylor_sin(1));
printf ("%f\n", (double) taylor_sin2(0));
printf ("%f\n", (double) taylor_sin2(PI(25)*1/2));
printf ("%f\n", (double) taylor_sin2(0.5));
printf ("%f\n", (double) taylor_sin2(0.75));
printf ("%f\n", (double) taylor_sin2(1));
printf ("%.20f\n", (double) taylor_sin2(PI(25)%*3/4));
printf ("%.20f\n", (double) the_real_taylor_sin(125));
printf ("%.20f\n", (double) the_real_taylor_sin(125.5));
printf("%.20f\n", (double) the_real_taylor_sin(125.5+PI(25)));
getchar();
return O;

17 Folge und Nullfolge und Folge mit dem Grenzwert
1

Dies bezieht sich auf die Folgen von vorher. War die Gleichung richtig? Hatte die
Umstellung einen Sinn? Wir haben alles umgestellt, aber auf beiden Seiten der
Gleichung stehen immer noch Terme und Ausdriicke. Ist es trotzdem richtig?
Ja, denn wir haben auf beiden Seiten der Gleichungen Folgen, die beide eindeutig
den Grenzwert 1 aufweisen. Und wenn wir alles umgestellt haben, dann haben
wir es richtig umgestellt. Die Umstellung war richtig, auf beiden Seiten der
Gleichung und insgesamt zusammen, beide Seiten der Gleichungen als eines
gesehen. Nun ist die Frage, wir hatten es richtig umgestellt, aber wir haben
noch einen Term auf beiden Seiten. Na gut, aber hier sehen wir, dass auf beiden
Seiten der Gleichung gleiches steht, ndmlich Folgen die den Grenzwert 1 haben.
Und wenn diese beide Seiten iibereinstimmen und das tun sie, wenn die Folgen
auf beiden Seiten der Gleichung den Grenzwert 1 aufweisen. Und das tun sie.
Was heifit Grenzwert 1 aufweisen?

Nun zunichst, wenn wir zu kleine Werte fiir n einsetzen, funktionieren die
Gleichungen nicht. Es besteht keine Ubereinstimmung. Aber wir haben es ja
mit einem Grenzwert zu tun. Und wenn wir es mit einem Grenzwert zu tun
haben, dann miissen wir in beide Folgen mo6glichst grofie Zahlen fiir n einsetzen.

Was heist nun Grenzwert und Folge?
Nun ja, bei einer Folge haben wir es mit einer Abbildung zu tun. Wir erinnern

uns an Funktionen y := f(x) = sin(z). Oder y := f(z) = g(x) = 2. Ebenso
gibt es Folgen, nur diese haben einen Werte und Definitionsbereich, y stammt
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aus dem Wertebereich und z ist aus dem Definitionsbereich. Folgen weisen einen
Definitionsbereich der Natiirlichen Zahlen N auf und einen Wertebereich R auf.
Also ist der Definitionsbereich N.

Bei Folgen schreiben wir nicht f(1) = by, f(2) = be, f(3) = bs,..., f(n) = by,
sondern wir schreiben (b,,), was aber das gleiche meint, wie f(n) = b,,. Nun gut,
mit Folgen haben wir es zum Beispiel bei

o (an) =

zu tun. Das Funktionsschaubild einer Funktion kennen wir (zum Beispiel von
sin(x) oder z2.
Funktion:

1,04

E)

-10 -3

Folge:
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Eine Folge wird generell in einem Schaubild nicht anders dargestellt, nur dass
wir es mit Punktion zu tun haben, die im Abstand der Zahl 1 auseinander liegen.

1. Eine Funktion ist eine Abbildung ist eine Relation
2. Eine Folge ist eine Abbildung ist eine Relation

1. Eine Funktion ist eine Abbildung ist eine Relation mit einem Definitionsbereich
der Reellen Zahlen und einem Funktionsbereich der reellen Zahlen

2. Eine Folge ist eine Abbildung ist eine Relation und einem Definitionsbereich
der Natiirlichen Zahlen und einem Funktionsbereich der reellen Zahlen

e Fine Abbildung ist immer eine Relation

e Eine Relation ist nicht immer eine Abbildung. Beispiel fiir eine Relation,
die keine Abbildung ist: =, <, .... Eine Aquaivalenzrelation und eine
Ordnungsrelation sind keine Abbildungen und es gibt auch weitere Relationen,
die keine Abbildungen sind

e Eine Folge ist immer eine Abbildung
e Eine Funktion ist immer eine Abbildung

e Fine Funktion und eine Folge sind sich als Abbildung her sehr &nlich,
nur hat die Folge einen Definitonsbereich der natiirlichen Zahlen N und
eine Folge einen Definitionsbereich der reellen Zahlen R. Und manchmal
werden sie unterschiedlich hingeschrieben, sie kénnen aber auch gleich
hingeschrieben werden.
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e Eine Abbildung ist nicht immer eine Funktion oder eine Folge. Typisches
Beispiel fiir Abbildungen sind Funktionen und Folgen, aber so ist eine
Funktion keine Folge und eine Folge keine Funktion

1
Kommen wir zum Grenzwert. Nehmen wir eine Folge wie f(n) = (a,) = —.
n

Nehmen wir ein paar Werte, wie

e f(10) = (a10) = 1—10
o F(100) = (o) = 71
° f(lOOO) = (alooo) = ﬁ

(] f(].O) = ((110) = %0 =0.1

1

e f(100) = (a100) = 100 ~ 0.01

e f(1000) = (ai000) = = 0.001

1000

Nehmen wir nun ein € was beliebig klein werden kann. Zum Beispiel ¢ = 0.2
und € = 00.2. Dann gilt:

£(10) = (@r0) = 75 < 02

1
1 = = — .02
f(100) = (a100) 100 < 0.0

Dabei haben wir es mit Grenzwerten zu tun. € ist eine reelle Zahl, die beliebig
klein werden kann. Jede reelle Zahl kann beliebig klein werden. Nun kann aber

1
f(n) = (a,) = — auch beliebig klein werden, weil die Menge der natiirlichen Zahl
n
1
N ist nach oben hin nicht beschrénkt. Also kann auch -~ beliebig klein werden.

1
Und — kann immer kleiner £ werden, auch wenn ¢ beliebig klein werden kann.
n
Nun wenn eine Zahl wie € beliebig klein werden kann, dann néher sie sich einem
Wert, in dem Fall 0. Der Wert, dem sich die Zahl £ néhert und mit ihm f(n) =

1 1
(an) = — oder weiter Folgen wie g(n) = (b,) = —; werden Grenzwerte genannt.

So ist, wenn ¢ beliebig klein wird eine Folge, wie 0.1,0.01,0.001,0.0001,... zu
sehen, also nédhert sich € der Zahl 0. Somit ist der Grenzwert 0. Bei etwas wie
1.1,1.01,1.001,1.0001, ... ndhert man sich der Zahl 1 und hat einen Grenzwert
von 1. Wenn wir nun die Zahl 1 nehmen und die Zahl ¢, wihrend sich die
Zahl € 0 nadhert, dann entspricht 1 + ¢, dem Grenzwert von 1. Dann haben wir
14+0.1,1+0.01,1+4 0.001,...,1+ 0.000000001,....

Wenn wir zwei Folgen haben und die eine Folge hat einen Grenzwert von 1
néamlich (b,) und eine andere Folge (a,) hat den Grenzwert 0, dann hat die
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Folge (an)+ (bn) = (an +by,) den Grenzwert 1. Weil 140 ergibt 1. Und wenn die
eine Folge (a,,) einen Grenzwert von 2 hat und die andere (b,) einen Grenzwert
von 3 dann hat die Folge (a,, + b,,) den Grenzwert 2 + 3 = 5. Ebenso kann man
rechnen, die Folge (a,) * (b,) hat den Grenzwert 2 -3 = 6.

Nun gut Folgen, die den Grenzwert 0 haben sind zum Beispiel

1
o (b,) = —, weil n rapide schneller wiichst, als 1, 1 wichst iiberhaupt nicht
n
1 o )
o (by) = — hat den Grenzwert 0, weil n° rapide schneller wéchst, als 1
n

o (by) = 1 hat den Grenzwert 0, weil 2-n rapide wéchst und 1 iiberhaupt
nicht .
e Ebenso (b,) = % _ 1
n n
Wenn eine Folge da steht, wie
2
(bn) = Ei A :33

Dann haben wir es mit zwei Folgen zu tun, die wiederum eine Folge bilden, die
aus dem Quotienten beider Folgen bestehen. Namlich

(cn) = (2-n)% und (a,) = (4-n)?

Wobei sich die Folge (by,) = (C—") ergibt.
a

Wichst nun die untere Folge sghneller, als die obere, so ist der Grenzwert 0.
Wenn man nun zu dieser Folge eine Folge addiert, die gegen 1 konvergiert,
dann haben wir es bei der Summe wieder mit einer Folge zu tun, die gegen 1
konvergiert. Folgen die gegen 1 konvergieren sind zum Beispiel:

o (b)=(1)
o (b)=(+)

Betrachtet man nun die Gleichungen beziiglich der Eulerschen Zahl, so hatten

wir ja oben geschrieben:
1 1

nl(n+1) (n+1)!

ist eine Nullfolge.
n?+2n+1

n? +2n
Diese Folge konvergiert gegen 1, weil n? +2n + 1 etwa gleich schnell konvergiert
wie n? + 2n.

1
Die Folge <1 + ) konvergiert auf jeden Fall gegen 1.
n

1 n+1
(i)
n+1

(n+1)!
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Konvergiert auch gegen 0 weil die Fakultét stetig schneller wichst als die Folge
dariiber.

Dann steht auf beiden Seiten der Gleichung eine Folge, die gegen eins konviergiert
und da die Umformungen stimmen, stimmt das Ergebnis, weil auf beiden Seiten
des Gleichheitseichens gleiches steht.

Und bei der Zahl 1 und einer Folge, die gegen 1 konvergiert konnen wir das
absehen. Wir konnen erkennen, wenn eine Folge gegen 1 konvergiert und wir
konnen die Zahl 1 identifizieren. Eine Folge, die gegen 1 konvergiert, ist leicht
zu erkennen.
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